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Аннотация. Актуальность и цели. Объектом исследования являются условия сборки 
длинномерных деталей, соединяемых с натягом, широко применяемых в различных 
отраслях промышленности. Предметом исследования являются технология сборки и 
ограничения, накладываемые на процесс сборки при различных их видах. Цель рабо-
ты – создание обоснованных рекомендаций по выбору параметров соединения и тех-
нологии его сборки, исключающих потерю устойчивости, с возможным использова-
нием более совершенных технологических процессов и соединений. Материалы и 
методы. Предлагается оценка, позволяющая прогнозировать потерю устойчивости 
при сборке длинномерных деталей соединений с натягом. Исследование процессов 
сборки проводится с учетом критической силы по известному соотношению Эйлера 
с учетом способа установки и закрепления деталей при запрессовке. Уравнения 
упругой линии участков определяются с использованием дифференциальных урав-
нений для отдельных участков вала и отверстия. Изогнутую ось условного стержня 
описывает система дифференциальных уравнений. Результаты. Предложены 
оценка, позволяющая прогнозировать потерю устойчивости при сборке длинно-
мерных деталей соединений с натягом, и рекомендации по устранению потери 
устойчивости деталей соединений. Приведен пример использования предлагаемой 
оценки. Выводы. Предложенная оценка позволяет выбрать параметры соединения и 
технологию сборки, исключающие потерю устойчивости. Предложены технические 
решения, позволяющие реализовать более совершенные технологические процессы 
сборки соединений. 
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вание устойчивости, схемы закрепления, пример, технологические решения 
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Abstract. Background. The object of the study is the conditions of assembly of long parts 
connected with tension, widely used in various industries. The subject of the research is 
assembly technology, restrictions imposed on the assembly process in its various types. The 
purpose of the work is to develop well-founded recommendations for the selection of con-
nection parameters and assembly technology, eliminating the loss of stability, with the pos-
sible use of more advanced technological processes and connections. Materials and meth-
ods. An assessment is proposed that allows predicting the loss of stability during assembly 
of long parts of tension joints. The study of assembly processes is carried out taking into 
account the critical force according to the known Euler relation, taking into account the 
method of installation and fastening of parts during pressing. The equations of the elastic 
line of sections are determined using differential equations for individual sections of the 
shaft and hole. The curved axis of the conditional rod is described by a system of differen-
tial equations. Results. An assessment is proposed that allows predicting the loss of stability 
during assembly of long parts of connections with tension, and recommendations for elimi-
nating the loss of stability of connection parts. An example of using the proposed assess-
ment is given. Conclusions. The proposed assessment allows selecting the parameters of the 
connection and the technology of its assembly, eliminating the loss of stability. Technical 
solutions are proposed that allow implementing more advanced technological processes of 
assembly of connections. 
Keywords: tension joint, long parts, assembly, stability prediction, fastening schemes, ex-
ample, technological solutions 
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Длинномерные детали применяются в различных отраслях промышлен-

ности. В качестве примеров можно привести сборку труб с решетками тепло-
обменников в химическом машиностроении, длинных валов редукторов с зуб-
чатыми колесами, штоков с поршнями машин для литья под давлением, со-
ставных каландровых валов в бумагоделательных машинах, валков со специ-
альным стальным сердечником в металлургическом машиностроении [1, 2].  

К особенностям конструкции длинномерных соединений с натягом от-
носятся: 

1. Длинномерные соединения с натягом имеют большую длину по 
сравнению с диаметром, усложняющую процесс сборки. 

2. Длинномерные детали часто имеют тонкие стенки, что делает их бо-
лее восприимчивыми к деформации и повреждениям во время сборки. 

К особенностям сборки относятся: 
1. Потеря устойчивости деталей является причиной невозможности или 

существенного усложнения сборки соединений. В значительной степени проб-
лема потери устойчивости относится к процессу проектирования схемы 
сборки и применяемой технологии. 

2. Длинномерные детали могут неравномерно нагреваться или охла-
ждаться, что может привести к неравномерной силе натяга и ослаблению со-
единения; кроме того, существует риск термического повреждения, если тем-
пература или время нагрева не контролируются должным образом. 
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3. Для сборки длинномерных соединений с натягом часто требуется 
специальное оборудование, такое как длинные нагревательные печи и гид-
равлические прессы. 

4. Сборка длинномерных соединений с натягом требует тщательного 
контроля качества, чтобы обеспечить прочность и надежность соединения. 

В настоящее время отсутствуют методы, позволяющие на этапе проек-
тирования прогнозировать потерю устойчивости при сборке соединений.  

Отсутствие обоснованных рекомендаций по оценке устойчивости дета-
лей соединений с натягом приводит к усложнению технологии сборки или  
к отказу от простого и надежного соединения с натягом и к применению 
ненапряженных соединений с дополнительным креплением, что приводит  
к увеличению стоимости изделия. 

Рассмотрим условия потери устойчивости при сборке длинномерных 
деталей.  

Сборка осуществляется несколькими методами:  
– сборка под действием пресса; 
– сборка без нагрева охватывающей детали или с нагревом; 
– возможна технология сборки без использования пресса, только  

с нагревом охватывающей детали; 
– сборка автофретированием (нагрузка детали давлением выше рабоче-

го, что приводит к пластической деформации и появлению остаточных сжи-
мающих напряжений) охватываемой или охватывающей детали. 

Предлагается оценка, позволяющая прогнозировать потерю устойчиво-
сти при сборке длинномерных деталей соединений с натягом под действием 
пресса. Разработаны рекомендации по устранению потери устойчивости де-
талей соединений. 

Потеря устойчивости деталей соединений с натягом происходит пре-
имущественно в следующих случаях: 

1. При сборке тонкостенных валов, что ориентировочно соответствует 
отношению 

1

1
0,2d d

d d
− <
+

, 

когда контактное давление в соединении превышает критическую величину, 
определяемую как [3] 

( )
( ) ( )

3
1 1

кр 2 3
1 1

2

1

E d d
P

d d

−
=

− μ +
, 

где d – диаметр соединения; 1d  – диаметр отверстия вала; 1E , 1μ  – модуль 
упругости и коэффициент Пуассона материала вала. 

Расчет соединений с натягом с учетом устойчивости цилиндрических 
оболочек подробно рассматривается в работах [4, 5]. 

2. При запрессовке длинномерных деталей, когда сила трения в соеди-
нении может превысить критическую силу. 

Рассмотрим запрессовку гладкого вала (рис. 1) во втулку. Значение 
критической силы можно определить по известному соотношению Эйлера: 
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( )

2
1 1

кр 22
E JP
L l

π=
ξ −

,  (1) 

где 1J  – момент инерции сечения вала, 

 ( )4 4
1 164

J d dπ= − ;  (2) 

ξ  – коэффициент приведения длины; L  – длина вала; l  – длина участка за-
прессовки. 
 

 
Рис. 1. Запрессовка гладкого вала во втулку 

 
Сила трения в соединении с натягом 

 тр ф ,F dlS= π τ   (3) 

где фS  – величина относительной фактической площади контакта в соедине-
нии; τ  – удельная сила трения в соединении.  

Зависимости для определения величины удельной силы трения τ  при-
ведены в работах [6, 7], относительной фактической площади фS  – в настоя-
щей работе. 

Сила трения в соединении также может быть приближенно определена 
как 

 трF dlf= π .  (4) 
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Для исключения потери устойчивости необходимо выполнить условие 

 тр крF P< .  (5) 

После подстановки получим 

 3 2 22 0l Ll L l A− + − = .  (6) 

Здесь A определяется как 

 
2 4 4

1 1 1
2 ф

1
64

E J d dA
S d

π −=
τξ

,  (7) 

или 

 
2 4 4

1 1 1
2

1
64

E J d dA
fP d

π −=
ξ

.  (8) 

Как следует из выражения (5), вал теряет устойчивость при выполне-
нии условия 

 3 27
4

L B A≥ = .  (9) 

Если L B= , то потеря устойчивости происходит при запрессовке на 

длину 1
3

l L= . 

При 3 327 27
4 2

A L A< ≤  потеря устойчивости происходит, здесь 

 
3

1

27arccos 1
22 1 cos 60

3 3

A
Ll L

  
−  

  = − ° −
  
  

  

,  (10) 

 
3

2

27arccos 1
22 1 cos 60

3 3

A
Ll L

  
−  

  = − ° +
  
  

  

.  (11) 

При 

 27
2

L A≥   (12) 

потеря устойчивости будет происходить в области 

 3 2l l l≤ ≤ ,  (13) 
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где 

 
3

3

27arccos 1
22 1 cos

3 3

A
Ll L

  
−  

  = −     
.  (14) 

На рис. 2 приведены полученные по выражениям (10), (11), (5) зависи-
мости длины запрессовки от отношения /L d , при которых происходит поте-
ря устойчивости. 
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Рис. 2. Зависимость длины запрессовки, при которой происходит потеря  

устойчивости от отношения /L D . Материал вала и втулки – сталь 45  
( Tσ = 270 Мпа); охватывающая деталь с «бесконечно большой толщиной стенки»,  

т.е. ( )2 / 4d d > ; maxP = 0,58 Tσ ; 0,2f =  (соответствует запрессовке  
с машинным маслом); значение ξ  принято равным 0,7 

 
Длина вала, при которой не происходит устойчивости, должна удовле-

творять условию 

 /L l A l< + .  (15) 

Одним из факторов, оказывающих влияние на устойчивость вала при 
запрессовке, является способ установки и закрепления деталей. Рассмотрим 
некоторые из них.  

Горизонтальные перемещения вала и втулки исключены (рис. 3). Стол 
1, на котором зафиксирована втулка 2, не имеет горизонтальных перемеще-
ний. Усилие сборки передается на вал 3 пуансоном пресса 4 через закрепи-
тельную втулку 5. В этом случае вал можно рассматривать как стержень  
с защемленными концами, для которого 1 / 2ξ = . 

Горизонтальные перемещения вала и втулки не ограничиваются  
(рис. 4). В этом случае стол и втулка могут иметь горизонтальные перемеще-
ния, 1ξ = . 
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Рис. 3. Установки и закрепления  
деталей при запрессовке (вал и втулка  
со столом не имеют горизонтальных  
перемещений): 1 – стол; 2 – втулка;  

3 – вал; 4 – пуансон пресса;  
5 – закрепительная втулка 
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Рис. 4. Способ установки и закрепления  
деталей при запрессовке (стол и втулка  

могут иметь горизонтальные  
перемещения): 1 – стол; 2 – втулка;  

3 – вал; 4 – пуансон пресса;  
5 – закрепительная втулка 

 
Горизонтальные перемещения стола и втулки исключены. Усилие 

сборки P  передается непосредственно на конец вала. В этом случае трудно 
рассчитывать на надежное и равномерное прилегание торца вала к плоскости 
пуансона пресса и поэтому принимается схема с шарнирно-опертым концом 
(рис. 5). В этом случае 0,7.ξ =  

Стол и втулка могут иметь горизонтальные перемещения. Усилие сбор-
ки прикладывается аналогично, как это рассмотрено выше (рис. 6). В этом 
случае получим схему с шарнирными концами, для которой 0,7.ξ =  

Последняя схема наихудшая из всех. Поэтому сборку следует произво-
дить на прессе, у которого исключены горизонтальные перемещения стола  
и втулки. Сборочное усилие следует передавать через закрепительную втулку 
для исключения возможности поворота торцевого сечения вала. 

При запрессовке ступенчатых валов и при необходимости учета длины 
втулки необходимо определить приведенную длину стержня. Для этого запи-
сываются дифференциальные уравнения для отдельных участков вала и от-
верстия, из которых определяются уравнения упругой линии участков. По-
стоянные интегрирования подбираются так, чтобы удовлетворялись гранич-
ные условия. Из полученной системы уравнений определяется приведенная 
длина. 

Рассмотрим условия сборки гладкого вала с нежесткой длинной втул-
кой при большой длине запрессовки (рис. 7). Закрепление деталей соедине-
ния в данном случае можно свести к схеме с шарнирными опорами. 
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Рис. 5. Способ установки и закрепления 
деталей при запрессовке  

(свободный конец вала допускает  
угловые повороты): 1 – стол; 2 – втулка;  

3 – вал; 4 – пуансон пресса; 
5 – закрепительная втулка 

 

P P
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Рис. 6. Способ установки и закрепления 
деталей при запрессовке (свободный  

конец вала допускает угловые повороты, 
втулка может горизонтально  

перемещаться): 1 – стол; 2 – втулка,  
3 – вал; 4 – пуансон пресса; 
5 – закрепительная втулка 

 
Изогнутую ось условного стержня описывает система дифференциаль-

ных уравнений: 

 

2
1 1 1

2
2 2 2

2
3 3 3

0,

0,

0,

y k y

y k y

y k y

″

″

″

 + =
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
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  (16) 

где 

 2
1

1 1

Pk
E J

= ; 2 1k ak= ; 3 1k bk= ,  (17) 

 2 2

1 1

E Ja
E J

= ; 2 2

1 1
1 E Jb

E J
= + .  (18) 

Решая уравнение (7), получим 

 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 1

2 3 2 4 2

3 5 3 6 3

sin cos ,
sin cos ,
sin cos .
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 = +

  (19) 
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Рис. 7. Схема запрессовки длинномерного вала в нежесткую втулку 
 
При 0z =  прогиб 1 0y = . Из этого условия получим 2 0C = . Также 

должны выполняться условия: при 1z l l= −  перемещения 1 3y y=  и ' '
1 3y y= ; 

при 1z l= , 3 2y y= , 3 2y y′ ′= ; при 1 2z l l l= + −  прогиб 2 0y = . Зависимость 1k  
от l  определяется, если приравнять к нулю определитель полученной систе-
мы уравнений: 
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cos 0 0 cos sin

0 0 sin cos sin cos
0 cos sin cos sin
0 sin cos

k l l bk l l bk l l

k l l b bk l l b bk l l

bk l bk l bk l bk l
a ak l a ak l b bk l b bk l
ak l l l ak l l l

 −  −  −  −  −      
 −  −  −  −  −      

= −
− −
 + −   + −  

.

0 0

 

Зная зависимость ( )1k f l=  и используя выражение (8), можно опреде-
лить критическую силу. Дальнейшее исследование проводится аналогично 
вышеизложенному. 

Сборка соединений с большой длиной сопряжения связана со опреде-
ленными сложностями. Сборка таких соединений путем запрессовки ослож-
няется возможной потерей устойчивости. Осуществление сборки на полную 
длину другими способами (нагрев втулки, охлаждение вала, комбинирован-
ный способ) затруднено вследствие большой длины сопряжения и связанны-
ми с этим значительными потерями тепла в процессе сборке. В этом случае 
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рекомендуется производить сборку в два этапа. На первом этапе осуществля-
ется сборка на длину ,l  большую 2,l  с нагревом втулки, охлаждением вала 
или комбинированным способом. На втором этапе производится допрессовка, 
когда гарантируется устойчивость деталей соединения. 

Сформулируем рекомендации по сборке соединений и последователь-
ность оценки на устойчивость при запрессовке. 

Проверяется выполнение условия (6). Если оно не выполняется, иссле-
дуется возможность изменения длины запрессовки с учетом соотношений 
(10), (11), (14). Если длину запрессовки изменить нельзя, рассматривается 
возможность увеличения диаметра соединения [8]. Также для выполнения 
условия (15) могут быть уменьшены контактное давление и коэффициент 
трения при запрессовке. Для уменьшения контактного давления при сборке 
может быть применено торцевое сжатие втулок, приводящее к увеличению 
диаметра отверстия и уменьшению натяга [9]. Эффективным средством, 
уменьшающим коэффициент трения при запрессовке в 1,5–2 раза, является 
смазка с добавками поверхностно-активных веществ [10, 11]. Также умень-
шению коэффициента трения способствуют использование расплавов легко-
плавких металлов и сплавов (галлий, сплав Вуда), наложение при запрессовке 
ультразвуковых колебаний [12]. Если эти рекомендации не позволяют обес-
печить выполнение требуемых условий, для устранения неустойчивости 
можно рекомендовать сборку с использованием промежуточной втулки, по-
вышающей жесткость основной втулки (см. рис. 1). Втулка изготавливается 

длиной ( )L l−  и сопрягается с валом по посадке, например, ∅ 8
8

Нd
f

 
 
 

. 

Внешний диаметр втулки с учетом коэффициента запаса определяется из 
условия (15): 

 
2

в
1

2 fPd L
E

ξ= .  (20) 

Таким образом, рассмотренная оценка позволяет выбрать параметры 
соединения и технологию сборки, исключающие потерю устойчивости [13, 
14]. Предложены технические решения, позволяющие реализовать более со-
вершенные технологические процессы сборки соединений [10, 12, 15–17]. 
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